
Angular	  momentum	  and	  spin	  



Orbital	  angular	  momentum	  

1.	  General	  proper6es	   ⇒ axial	  vector	  
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The	  operator	  in	  coordinate	  representa6on:	  
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133ε = 0 233ε = 0 333ε = 0 Commuta6on	  rela6ons:	  

⇒the	  three	  components	  of	  	  
the	  angular	  momentum	  are	  	  
not	  simultaneously	  measurable.	  

⇒	  it	  is	  possible	  to	  measure	  	  
simultaneously	  L2	  and	  one	  (and	  	  
only	  one)	  of	  the	  components	  Lj.	  



2.	  Rota6ons	  and	  angular	  momentum	  

⇒	  consider	  how	  a	  generic	  state|ψ>	  is	  modified	  by	  the	  ac6on	  of	  the	  unitary	  rota6on	  operator:	  

→ rota6on	  by	  an	  angle	  ϑ	  around	  the	  axis	  defined	  by	  the	  vector	  n.	  

⇒ infinitesimal	  rota6ons:	  δϑ	  →	  0.	  Taylor	  expansion	  of	  the	  unitary	  operator	  to	  first	  order:	  

→ generator	  of	  the	  rota6on:	  

For	  a	  generic	  operator	  Ô,	  the	  rota6on	  induces	  the	  following	  transforma6on:	  



⇒ to	  first	  order	  in	  δϑ:	   If	  Ô	  is	  a	  scalar	  for	  rota6ons	  →	  δÔ	  =	  0.	  

In	  the	  general	  3D	  case:	  for	  the	  Euler	  angles	  β,	  φ,	  ϑ	  around	  the	  axes	  x,	  y,	  z,	  respec6vely:	  

Rota6on	  by	  ϑ	  around	  the	  z-‐axis:	  

For	  an	  arbitrary	  vector:	  

δϑ	  <<	  ⇒	  



…compared	  to	  	  

Since	  this	  is	  valid	  for	  any	  vector	  v	  →	  

3.	  Angular	  momentum	  eigenvalues	  

In	  contrast	  to	  the	  case	  of	  posi6on	  and	  momentum,	  different	  components	  of	  the	  angular	  	  
momentum	  do	  not	  commute	  with	  each	  other.	  We	  have	  to	  choose	  a	  pair	  of	  commu6ng	  	  
observables	  that	  can	  be	  diagonalized	  simultaneously:	  

The	  basis	  of	  the	  Hilbert	  space:	   (eigenvalues	  of	  l2	  and	  lz)	  



⇒	  the	  eigenvalues	  of	  lz
2	  cannot	  	  

exceed	  the	  eigenvalues	  of	  l2.	  

l	  →	  azimuthal	  quantum	  number	  
ml	  →	  magne6c	  quantum	  number	  

Angular	  momentum	  algebra	  

→	  introduce	  the	  raising	  and	  lowering	  operators:	  

Commuta6on	  rela6ons:	  



…	  in	  the	  same	  way:	  

Since	  l	  is	  the	  maximal	  eigenvalue	  of	  lz,	  and	  –l	  is	  the	  minimal	  eigenvalue,	  we	  must	  also	  have:	  	  

eigenvector	  of	  the	  operator	  lz.	  



Eigenvalues	  of	  l2:	  

For	  the	  state	  with	  maximum	  projec6on:	  

This	  is	  true	  for	  any	  state	  in	  the	  representa6on	  l,	  because	  of:	  



4.	  Angular	  momentum	  eigenfunc6ons	  
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polar axis

generates	  a	  rota6on	  
around	  the	  z-‐axis.	  Eigenfunc6ons	  of	  the	  angular	  momentum:	  

→	  invariance	  of	  the	  wave	  func6on	  for	  a	  rota6on	  of	  2π	  around	  the	  z-‐axis:	  φ	  →	  φ	  +	  2π	  ⇒	  ml	  ∈	  Z.	  



Orthonormal	  func6ons:	  

The	  matrix	  element:	  

Since:	  

⇒	  the	  only	  nonvanishing	  term:	  



From	  these	  rela6ons	  ⇒	  



Example:	  

⇒	  basis	  vectors:	  



…	  expressing	  the	  par6al	  deriva6ves	  in	  terms	  of	  the	  spherical	  coordinates:	  



→	  angular	  part	  of	  the	  Laplacian	  	  
in	  spherical	  coordinates.	  

∝	  Laplace	  equa6on	  

⇒	  separa6on	  of	  variables:	  



Normaliza6on	  of	  spherical	  harmonics:	  



Spin	  1/2	  →	  wave	  func6on:	  

Spin	  1/2	  eigenbasis:	  

From	  the	  rela6ons:	  

Define	  the	  raising	  and	  lowering	  spin	  operators:	  

Spin	  



The	  Pauli	  spin	  matrices:	  

→	  an6commuta6on	  rela6ons:	  



The	  Pauli	  matrices	  are	  simultaneously	  Hermi6an	  and	  unitary.	  Together	  with	  the	  2	  ×	  2	  
iden6ty	  matrix,	  they	  form	  an	  operatorial	  basis	  for	  the	  spin−1/2	  Hilbert	  space:	  any	  operator	  
in	  the	  spinor	  space	  can	  be	  wriken	  as	  a	  combina6on:	  



Angular	  momentum	  coupling	  
1.	  Independent	  orbital	  angular	  momenta	  

→	  two	  par6cles	  S1	  and	  S2	  with	  independent	  angular	  momenta:	  

⇒	  total	  angular	  momentum:	  
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The	  angular	  momenta	  of	  the	  two	  par6cles	  	  
can	  be	  diagonalized	  simultaneously.	  



The	  basis	  of	  the	  product	  space:	  

Example:	   l1 = 1 m1 = −1, 0,+1
l2 = 2 m2 = −2,−1, 0,+1,+2

⇒	  3	  ×	  5	  =	  15	  possible	  states.	  The	  minimum	  value	  of	  the	  total	  angular	  momentum	  is	  
l12	  =	  1	  (l1	  and	  l2	  an6parallel),	  and	  the	  maximum	  value	  is	  l12	  =	  3	  	  (l1	  and	  l2	  parallel).	  	  
These	  15	  states	  can	  be	  arranged	  into	  mul6plets:	  

l12 = 1 m12 = −1, 0,+1,

l12 = 2 m12 = −2,−1, 0,+1,+2

l12 = 3 m12 = −3,−2,−1, 0,+1,+2,+3
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The	  projec6on	  of	  angular	  momentum	  is	  an	  addi6ve	  quantum	  number:	  

Theorem:	   �l = �l1 +�l2

⇒	  allowed	  values:	  

To	  each	  value	  l	  correspond	  (2l+1)	  	  
eigenvectors	  |	  l,m>.	  



2.	  Total	  angular	  momentum	  

→ sum	  of	  the	  orbital	  angular	  momentum	  and	  spin:	  

Example:	  



3.	  Singlet	  and	  triplet	  states	   �s = �s1 + �s2s1 =
1
2

s2 =
1
2

Triplet:	  

Singlet:	  

The	  triplet	  states	  are	  symmetric	  with	  respect	  to	  1	  ↔	  2,	  and	  the	  singlet	  state	  is	  an6symmetric.	  	  



4.	  Clebsch	  –	  Gordan	  coefficients	  

Two	  par6cles	  with	  angular	  momenta	  j1	  and	  j2:	  

Two	  different	  bases	  for	  the	  total	  Hilbert	  space:	  

1)	  The	  product	  eigenvectors	  of	  the	  operators:	  

2)	  Since:	  	  

The	  unitary	  transforma6on	  between	  the	  two	  bases:	  

the	  eigenvectors:	  



The	  coefficients	  of	  	  
the	  expansion:	  

Clebsch	  –	  Gordan	  coefficients	  

Orthonormality	  rela6ons:	  





Two	  possibili6es:	  

The	  CG	  coefficient	  =	  1.	  By	  ac6ng	  on	  both	  sides	  with	  the	  operator	  j_=	  j1_	  +	  j2_	  

Three	  possibili6es	  for	  	  m1	  i	  m2:	  

etc.	  


