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ℋ→	  a	  vector	  space	  of	  dimension	  N	  over	  complex	  numbers.	   ⎜	  φ	  >,	  ⎜χ	  >,	  ...	  	  ∈	  ℋ	  

λ,	  μ	  ∈	  ℂ	  ⇒	  linear	  vector	  space:	  	  if	  ⎜	  φ	  >,	  ⎜χ	  >,	  ...	  	  ∈	  ℋ ⇒	  	  

Hilbert	  space	  ⇒	  posi)ve-‐definite	  scalar	  product:	  	  

→	  linearity:	  	  
	  
→	  complex	  conjuga)on:	   real!	  

linear	  in	  ⎟	  φ	  >,	  and	  an)linear	  in	  ⎟	  χ	  >	  :	  

The	  scalar	  product	  is	  posi)ve-‐definite⇒	  	  

Hilbert	  spaces	  of	  finite	  dimension	  



→	  orthonormal	  basis	  {	  ⎜n>	  }	  of	  an	  N-‐dim.	  Hilbert	  space:	  

Any	  vector	  ⎜φ	  >	  ∈	  ℋ	  can	  be	  decomposed	  on	  this	  basis	  with	  coefficients	  cn	  which	  are	  the	  
components	  of	  ⎜φ	  >	  	  in	  this	  basis:	  

DEF.	  the	  norm	  of	  ⎜φ	  >:	  

The	  Schwarz	  inequality:	  

Hilbert	  space:	  linear	  vector	  space,	  complete	  and	  separable,	  on	  which	  the	  scalar	  product	  	  
is	  defined.	  

scalar	  product:	  



Linear,	  Hermi)an,	  unitary	  operators	  

A	  linear	  operator	  A:	  

This	  operator	  is	  represented	  in	  a	  given	  basis	  {	  ⎜n	  >}	  by	  a	  matrix	  with	  elements	  Anm:	  

The	  Hermi)an	  conjugate	  (or	  adjoint)	  of	  A,	  A†,	  is	  defined:	  

Linear	  operators	  on	  ℋ	  	  

The	  components	  dm	  of	  



The	  Hermi)an	  conjugate	  of	  the	  product	  AB	  of	  two	  operators	  is	  B†A†:	  

An	  operator	  sa)sfying	  A	  =	  A†	  is	  termed	  Hermi)an	  or	  self-‐adjoint.	  

A	  unitary	  operator:	  

In	  a	  finite-‐dimensional	  space	  the	  necessary	  and	  sufficient	  condi)on	  for	  an	  operator	  U	  to	  be	  
unitary	  is	  that	  it	  leaves	  unchanged	  the	  norm:	  

Proof:	  

Subtrac)ng	  the	  second	  of	  these	  equa)ons	  from	  the	  first	  ⇒	  	  	  



Unitary	  operators	  change	  the	  orthonormal	  basis	  in	  ℋ:	  

The	  components	  of	  a	  vector:	  

The	  transforma)on	  of	  matrix	  elements:	  

Projec)on	  operators	  and	  Dirac	  nota)on	  

ℋ1	  →	  subspace	  of	  ℋ,	  and	  ℋ2	  is	  the	  orthogonal	  subspace.	  Any	  vector	  |φ>	  can	  be	  decomposed	  	  
uniquely:	  

The	  projector	  P1	  onto	  ℋ1	  is	  defined	  by	  its	  ac)on	  on	  an	  arbitrary	  vector	  |φ>	  ∈	  ℋ:	  	  



Projectors	  →	  linear	  and	  hermitian	  operators:	  if	  	  	  

⇒	  eigenvalues	  0	  or	  1.	  

Every	  linear	  operator	  sa)sfying:	  	   ⇒	  PROJECTOR.	  

Proof:	  

is	  orthogonal	  to	  every	  vector	  

⇒	  the	  vectors	  P1|φ> form	  a	  vector	  subspace ℋ1.	  	  



Dirac	  nota)on:	  

∣φ	  ⟩	  ∈	  ℋ	  →	  “ket”	  and	  ⟨	  φ∣→	  ”bra”.	  Instead	  of	  ∣A	  φ	  ⟩, in	  this	  notaion	  we	  use	  A∣φ⟩.	  The	  scalar	  	  
product:	  	  	  	  	  	  

→	  

Projectors:	  

decomposi)on:	  

If	  the	  vectors:	   form	  an	  orthonormal	  basis	  of	  the	  subspace	  ℋ1	  ⇒	  	  

If	  M	  =	  N	  we	  obtain	  the	  decomposi)on	  of	  the	  
iden)ty	  operator:	  



Diagonaliza)on	  of	  a	  Hermi)an	  operator	  

Let	  A	  be	  a	  linear	  operator.	  If	  there	  exists	  a	  vector	  ⎮φ>	  and	  a	  complex	  number	  a	  such	  that:	  

⇒	  ⎮φ>	  is	  an	  eigenvector,	  and	  a	  an	  eigenvalue	  of	  the	  operator	  A.	  The	  eigenvalues	  are	  
solu)ons	  of	  the	  equa)on:	  	  	  

Theorem.	  The	  eigenvalues	  of	  a	  Hermi)an	  operator	  are	  real	  and	  the	  eigenvectors	  	  
corresponding	  to	  two	  different	  eigenvalues	  are	  orthogonal.	  

Proof:	  

Spectral	  decomposi)on	  of	  Hermi)an	  operators	  



The	  eigenvectors	  of	  a	  Hermi)an	  operator	  normalized	  to	  unity	  form	  an	  orthonormal	  basis	  
of	  ℋ	  if	  the	  eigenvalues	  are	  all	  dis)nct.	  
If	  an	  is	  a	  mul)ple	  root	  of	  det(A-‐aI)=0,	  the	  eigenvalue	  an	  is	  then	  said	  to	  be	  degenerate.	  	  	  

Theorem.	  If	  an	  operator	  A	  is	  Hermi)an,	  it	  is	  always	  possible	  to	  find	  a	  (nonunique)	  
unitary	  matrix	  U	  such	  that	  U−1AU	  is	  a	  diagonal	  matrix,	  where	  the	  diagonal	  elements	  are	  
the	  eigenvalues	  of	  A,	  each	  of	  which	  appears	  a	  number	  of	  )mes	  equal	  to	  its	  mul)plicity.	  	  	  	  	  

Let	  an	  be	  a	  degenerate	  eigenvalue	  and	  let	  G(n)	  be	  its	  mul)plicity.	  Then	  there	  exist	  G(n)	  	  
independent	  eigenvectors	  corresponding	  to	  this	  eigenvalue.	  These	  eigenvectors	  span	  	  
a	  vector	  subspace	  of	  dimension	  G(n)	  called	  the	  subspace	  of	  the	  eigenvalue	  an,	  in	  which	  	  
we	  can	  find	  a	  (nonunique)	  orthonormal	  basis	  

The	  projector	  onto	  this	  vector	  subspace:	  



Let	  the	  vector	  |φ>	  ∈	  ℋ ⇒	  

Spectral	  	  
decomposi)on	  	  
of	  the	  operator	  A.	  

Complete	  sets	  of	  compa)ble	  operators	  

Two	  operators	  A	  and	  B	  commute	  if	  AB	  =	  BA,	  and	  in	  this	  case	  their	  commutator	  [A,B]	  
vanishes.	  

Theorem.	  Let	  A	  and	  B	  be	  two	  Hermi)an	  operators	  such	  that	  [A,	  B]	  =	  0.	  We	  can	  then	  
find	  a	  basis	  of	  ℋ	  constructed	  from	  eigenvectors	  common	  to	  A	  and	  B.	  

⇒	  an	  ensemble	  of	  Hermi)an	  operators	  A1,…AM	  that	  commute	  pairwise	  and	  whose	  
eigenvalues	  unambiguously	  define	  the	  vectors	  of	  a	  basis	  of	  ℋ	  is	  called	  a	  complete	  set	  of	  
compa)ble	  operators	  (or	  a	  complete	  set	  of	  commu)ng	  operators).	  



Unitary	  operators	  and	  Hermi)an	  operators	  

Operator-‐valued	  func)ons	  

A	  func)on	  f(A)	  of	  an	  operator?	  

Theorem.	  (a)	  The	  eigenvalues	  an	  of	  a	  unitary	  operator	  have	  modulus	  unity:	  an	  =	  exp(iαn),	  
αn	  real.	  (b)	  The	  eigenvectors	  corresponding	  to	  two	  different	  eigenvalues	  are	  orthogonal.	  
(c)	  The	  spectral	  decomposi)on	  of	  a	  unitary	  operator	  is	  wriNen	  as	  a	  func)on	  of	  pairwise	  
orthogonal	  projectors	  Pn	  as	  

Let	  	   be	  a	  Hermi)an	  operator	  ⇒	  	   unitary	  operator.	  

1)	  If	  the	  operator	  A	  can	  be	  diagonalized:	  A	  =	  XDX−1,	  where	  D	  is	  a	  diagonal	  matrix	  whose	  
elements	  are	  dn.	  Let	  us	  assume	  that	  a	  func)on	  f	  is	  defined	  by	  a	  Taylor	  series	  which	  
converges	  in	  a	  certain	  region	  of	  the	  complex	  plane	  |z|<R:	  



⇒	  operator-‐valued	  func)on:	  

diagonal	  matrix	  with	  
elements	  f(dn),	  well	  
defined	  if	  ⎮dn⎮<	  R	  ∀n.	  

The	  exponen)al	  of	  an	  operator:	  

Generally:	  

A	  sufficient	  (but	  not	  necessary!)	  condi)on	  for	  the	  equality	  to	  hold	  is	  that	  A	  and	  B	  commute.	  

For	  a	  Hermi)an	  operator	  A	  whose	  spectral	  decomposi)on	  is	  given	  by:	  

any	  func)on	  of	  A	  can	  be	  defined:	  



The	  superposi)on	  principle	  

The	  space	  of	  states:	  the	  proper)es	  of	  a	  quantum	  system	  are	  completely	  defined	  by	  	  
its	  state	  vector	  ⎜φ〉	  →	  an	  element	  of	  a	  complex	  Hilbert	  space	  ℋ 	  (space	  of	  states).	  

→	  normalized	  state	  vector:	  

→	  linearity	  of	  the	  space	  of	  states	  ⇒	  superposi)on	  principle:	  if	  ⎜φ〉	  i	  ⎜χ〉 ∈ ℋ  are	  state	  	  	  
vectors	  ⇒	  	  

∈ ℋ  is	  a	  state	  vector	  (λ,	  μ	  are	  complex	  numbers).	  

State	  vectors	  and	  physical	  proper)es	  



Probability	  amplitudes	  and	  probabili)es:	  if	  ⎜φ〉	  i	  ⎜χ〉 ∈ ℋ are	  state	  vectors	  of	  a	  quantum	  	  
sysstem,	  there	  exists	  a	  probability	  amplitude	  of	  finding	  ⎜φ〉	  in	  the	  state	  ⎜χ〉	  given	  by	  the	  scalar	  	  
product	  on	  ℋ:	  

⇒	  the	  probability:	  

Physical	  proper)es	  and	  measurement	  

Physical	  proper)es	  and	  operator:	  with	  every	  physical	  property	  (observable)	  A there	  	  	  
exists	  an	  associated	  Hermi)an	  operator	  A	  that	  acts	  on	  the	  Hilbert	  space	  of	  states.	  	  

Example:	  an	  observable	  A	  →	  Hermi)an	  operator	  A	  with	  nondegenerate	  eigenvalues:	  

If	  the	  quantum	  system	  is	  in	  a	  state	  ⎜φ〉 ≡ ⎜n〉,	  the	  value	  of	  the	  operator	  A	  in	  this	  states	  is	  an,	  
that	  is,	  the	  physical	  property	  A takes	  the	  exact	  numerical	  value	  an.	  	  	  	  



→ in	  the	  general	  case	  we	  define	  the	  expecta)on	  value	  of	  	  the	  observable	  A	  in	  the	  state	  ⎜φ〉	  	  	  	  

result	  of	  the	  p-‐th	  measurement	  
number	  of	  measurements	  

The	  expecta)on	  value	  is	  a	  func)on	  of	  A	  and	  ⎜φ〉:	  	  

→	  general	  case	  with	  degenerate	  eigenvalues:	  

→	  the	  probability	  of	  observing	  the	  eigenvalue	  an:	  

→	  projector	  on	  	  
the	  subspace	  an	  



the	  expecta)on	  value	  〈A〉φ	  of	  the	  physical	  property	  A of	  the	  system	  in	  the	  	  
state	  ⎜φ〉:	  	  



Two	  QM	  systems:	  the	  corresponding	  spaces	  of	  states	  ℋ1
N	  and	  ℋ2

M,	  of	  dimensions	  N	  and	  M.	  

→	  a	  vector	  that	  belongs	  to	  a	  space	  of	  dimension	  NM	  ⇒	  tensor	  product	  of	  spaces:	  

Orthonormal	  bases⎟n〉	  ∈	  ℋ1N	  and	  ⎟m〉	  ∈ℋ2M:	  

→	  vector	  space	  of	  dimension	  NM	  on	  which	  an	  orthonormal	  basis	  is	  
defined:	  {⎟n〉,⎟m〉}	  ≡	  ⎟n〉	  ⊗⎟m〉	  

The	  tensor	  product	  of	  two	  vector	  spaces	  



The	  tensor	  product	  of	  the	  vectors⎟φ〉	  i	  ⎟χ〉:	  

→	  linearity:	  

The	  tensor	  product	  is	  independent	  of	  the	  choice	  of	  basis.	  Let	  the	  new	  bases	  of	  ℋ1
N	  i	  ℋ2

M	  	  

be	  defined	  by	  the	  unitary	  transforma)ons:	  	  



Postulate:	  The	  space	  of	  states	  of	  two	  interac)ng	  quantum	  systems	  is:	  	  	  	  

The	  most	  general	  state	  vector:	  

→	  in	  general,	  it	  cannot	  be	  wrisen	  as	  a	  tensor	  product	  ⎟φ⊗χ〉,	  except	  for	  independent	  	  
systems.	  In	  that	  case	  bnm=cndm.	  State	  vectors	  which	  can	  be	  wrisen	  as	  a	  tensor	  product	  	  
form	  a	  subset	  (but	  not	  a	  subspace)	  of	  ℋ1

N	  ⊗	  ℋ2
M.	  A	  state	  vector	  which	  cannot	  be	  wrisen	  	  

in	  the	  form	  of	  a	  tensor	  product	  is	  termed	  entangled	  state.	  

The	  tensor	  product	  C	  =	  A⊗B	  of	  two	  linear	  operators	  A	  and	  B	  ac)ng	  respec)vely	  in	  the	  spaces	  	  
ℋ1

N	  i	  ℋ2
M	  is	  defined	  by	  its	  ac)on	  on	  the	  tensor	  product	  vector⎟φ⊗χ〉:	  	  	  

⇒	  its	  matrix	  elemnts	  in	  the	  basis	  

In	  general,	  an	  operator	  C	  ac)ng	  on	  ℋ1
N	  ⊗	  ℋ2

M	  	  will	  not	  be	  of	  the	  form	  A⊗B:	  	  	  



Special	  case:	  A=I1	  or	  B=I2	  (iden)ty	  operators	  on	  ℋ1
N	  i	  ℋ2

M)	  	  

Matrix	  elements:	  

If	  ⎟φ〉	  is	  an	  eigenvector	  of	  the	  operator	  A:	  	  	  	  	  	  A⎟φ〉	  =	  a⎟φ〉 ⇒ ⎟φ⊗χ〉is	  an	  eigenvector	  of	  the	  
operator	  A⊗I2:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  A⊗I2⎟φ⊗χ〉	  =	  a	  ⎟φ⊗χ〉	  

Nota)on:	  



Defini)on	  and	  proper)es	  

→	  if	  ⎟ψ〉=⎟φ1⊗φ2〉,	  the	  state	  vector	  of	  system	  ①	  is	  ⎟φ1〉.	  In	  the	  general	  	  
case	  when	  ⎟ψ〉	  is	  not	  a	  tensor	  product	  but	  rather	  an	  entangled	  state,	  	  
it	  is	  not	  possible	  to	  associate	  a	  definite	  state	  vector	  in	  ℋ1	  to	  the	  system	  	  
①	  or	  a	  vector	  in	  ℋ2	  to	  ②.	  	  

i)	  	  	  	  	  when	  a	  quantum	  system	  can	  be	  described	  by	  a	  vector	  in	  the	  Hilbert	  space	  of	  states	  ⇒	  	  
	  a	  pure	  state	  	  (complete	  informa)on	  about	  the	  system	  is	  available)	  

ii)  when	  the	  informa)on	  on	  the	  system	  is	  incomplete	  ⇒	  a	  mixture	  (	  the	  system	  is	  described	  	  
	  by	  a	  density	  operator)	  

Pure	  state:	  

→	  the	  projector	  onto	  ⎟φ〉:	  	  

is	  invariant	  with	  respect	  to	  a	  phase	  transforma)on:	  

The	  density	  operator	  



{⎟n〉}	  →	  an	  orthonormal	  basis	  of	  ℋ	  ⇒	  the	  expecta)on	  value	  of	  an	  observable:	  	  

Mixture	  of	  quantum	  states:	  

→	  probability	  that	  the	  system	  is	  in	  the	  state	  ⎟φα〉.	  It	  is	  not	  	  
possible	  to	  associate	  a	  definite	  state	  vector	  of	  ℋ	  to	  the	  system,	  	  
but	  only	  a	  mixture	  of	  states	  with	  corresponding	  probabili)es.	  

DEF.	  Density	  operator	  (state	  operator)	  



Proper)es:	  	  →	  ρ	  is	  Hermi)an	  ρ=ρ†	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  →	  Tr	  ρ	  =	  1	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  →	  ρ	  is	  a	  posi)ve	  operator	  (Hermi)an	  and	  has	  posi)ve	  eigenvalues)	  
	  
	  

	  	  	  	  	  →	  a	  necessary	  and	  sufficient	  condi)on	  for	  ρ	  to	  describe	  a	  pure	  state	  is	  ρ2	  =	  ρ.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  →	  spectral	  decomposi)on:	  	  
	  
	  

The	  reduced	  density	  operator	  

A	  density	  operator	  ρ	  ac)ng	  in	  the	  space	  ℋ1	  ⊗	  ℋ2.	  What	  is	  the	  density	  operator	  of	  the	  	  	  
system	  ①?	  An	  observable	  C	  =	  A	  ⊗	  I2	  which	  depends	  only	  on	  ①	  ⇒	  	  define	  a	  density	  	  
operator	  ρ(1)	  ac)ng	  in	  ℋ1	  such	  that:	  	  



Time	  dependence	  of	  the	  density	  operator:	  

→	  density	  operator	  for	  a	  pure	  state:	  

From	  the	  )me	  evolu)on	  equa)on:	  

For	  a	  mixture	  of	  states:	  

→	  the	  evolu)on	  equa)on	  	  
for	  the	  density	  operator.	  

The	  reduced	  	  density	  operator:	  	  

par)al	  trace	  on	  	  
the	  space	  ℋ2	  	  



Wave	  mechanics	  

→	  a	  state	  vector	  can	  be	  iden)fied	  with	  an	  element	  φ(r)	  of	  the	  Hilbert	  space	  L2r(ℝ
3)	  of	  

func)ons	  which	  are	  square-‐integrable	  in	  the	  three-‐dimensional	  space	  ℝ3.	  This	  state	  	  
vector	  is	  called	  the	  wave	  func)on	  →	  probability	  amplitude	  <r|φ>	  	  for	  finding	  the	  
par)cle	  in	  the	  state	  |φ>	  localized	  at	  posi)on	  r.	  Normaliza)on:	  

Diagonaliza)on	  of	  X	  and	  P	  and	  wave	  func)ons	  

→	  eigenvector	  of	  the	  posi)on	  operator:	  

The	  vector	  exp(−iPa/ħ)|x>,	  	  
with	  a	  real,	  is	  an	  eigenvector	  
of	  X	  with	  eigenvalue	  (x+a),	  	  
and	  since	  a	  is	  arbitrary	  ⇒all	  
real	  values	  of	  x	  between	  −∝	  
and	  +∝	  are	  eigenvalues	  of	  X.	  



The	  spectrum	  of	  x	  is	  con)nuous	  ⇒	  normaliza)on:	  

transla)on	  operator:	  

→	  matrix	  elements	  of	  X:	  

→	  more	  generally,	  for	  a	  func)on	  of	  x:	  

The	  completeness	  rela)on:	  

The	  projector	  P[a,b]	  onto	  the	  subspace	  of	  eigenvalues	  of	  X	  in	  the	  interval	  [a,b]:	  



Realiza)on	  in	  L(2)x(ℝ)	  →	  space	  of	  square-‐integrable	  func)ons	  on	  ℝ	  	  	  

|φ>	  →	  a	  normalized	  vector	  of	  ℋ	  represen)ng	  a	  physical	  state:	  

probability	  amplitude	  of	  finding	  
the	  par)cle	  localized	  at	  point	  x	  

<x|φ>	  can	  be	  iden)fied	  with	  a	  normalized	  func)on	  φ(x)	  on	  L(2)x(ℝ)	  such	  that:	  	  	  

→	  the	  scalar	  product:	  

⇒	  probability	  density	  for	  the	  physical	  state	  of	  a	  par)cle	  moving	  	  
on	  the	  x	  axis.	  



Realiza)on	  in	  L(2)p(ℝ)	  

Let	  |p	  >	  be	  an	  eigenvector	  of	  P:	  

⇒	  the	  corresponding	  wave	  func)on	  χp(x)=<x|p>	  in	  the	  x-‐representa)on:	  

⇒	  normaliza)on:	  

⇒	  completeness:	  

If	  |φ>	  is	  the	  state	  vector	  of	  a	  par)cle,	  the	  “wave	  func)on	  in	  the	  p-‐representa)on”will	  be:	  

…just	  the	  Fourier	  transform	  of	  the	  wave	  func)on	  φ(x)	  =	  <x|φ>	  	  in	  the	  x-‐representa)on.	  



⇒	  conversely,	  the	  wave	  func)on	  in	  the	  x-‐representa)on:	  

The	  ac)on	  of	  the	  operators	  X	  and	  P	  in	  the	  p-‐representa)on	  

The	  Hamiltonian	  of	  the	  Schrödinger	  equa)on	  

The	  most	  general	  )me-‐independent	  Hamiltonian	  compa)ble	  with	  Galilean	  invariance	  in	  
dimension	  d	  =	  1:	  

From	  the	  )me	  evolu)on	  equa)on	  of	  a	  state	  vector:	  



⇒	  the	  )me-‐dependent	  Schrödinger	  equa)on:	  

Since	  the	  poten)al	  V(x)	  is	  independent	  of	  )me	  ⇒	  sta)onary	  solu)ons:	  

⇒	  the	  )me-‐independent	  Schrödinger	  equa)on:	  


